УДК 629.7-517.91      
                                                                          О.П. Ткаліч
 УПРАВЛІННЯ ДИНАМІЧНОЮ СИСТЕМОЮ (ПОБУДОВА ФУНКЦІЙ ЛЯПУНОВА ДЛЯ НЕЛІНІЙНИХ СИСТЕМ). II. 

Використовується градієнтний метод (польовий підхід) для побудови функцій Ляпунова.

Сучасна теорія автоматичного керування ґрунтується на навчанні А.М. Ляпунова про стійкість руху.  Для дослідження стійкості руху динамічної системи він запропонував використовувати спеціальні знаковизначені функції V(t, X) (функції Ляпунова, віддалений аналог енергетичної функції Лагранжа), які мають спеціальні властивості.  Вдало побудована функція Ляпунова для конкретної нелінійної системи автоматичного керування дозволяє вирішити цілий комплекс задач: оцінки зміни регульованого розміру, оцінка часу протікання перехідного процесу, оцінка інтегральних критеріїв якості регулювання і т. і.  У теорії екстремальних систем значне місце займають градієнтні системи, у якої в правій частині рівнянь фігурує градіент функції Ляпунова.  

Задача дослідження стійкості для визначеного класу нелінійних систем шляхом побудови функцій Ляпунова на основі методу градієнту вже розглядалася. 

Ціль цієї роботи дати метод побудови функцій Ляпунова для динамічних нелінійних систем із гамільтонової точки зору.  Виявляється, узагальнення на багатомірний випадок таких понять, як робота поля на шляху і потік рідини через поверхню, дозволяє установити умови стійкості для нелінійних динамічних систем довільного по​рядку по заданому значенню градієнту функції Ляпунова. 

Нехай збуджений рух деякої замкнутої системи описується нелінійним диференціальним рівнянням 





 EMBED Equation.2  
,   (1)
де вектор-функція 

 задана на 

- множині 

- відкрита множина, R-вісь часу t.  Передбачається, що 

 є гладкої (класу 



 EMBED Equation.2  
) по 



 EMBED Equation.2  
 і неперервною по сукупності змінних 

.  Область G передбачається просторово-однозв'язною. 

Для функцій 

 існує незліченна множина функцій Ляпунова, що дозволяють установити факт асимпто​тичної стійкості. 

Нехай 

- градіент функції Ляпунова 

 зв'язаний в області Gp із динамікою системи (1) за​лежністю 



. (2)

Визначимо необхідні і достатні умови стійкості руху системи (1) при заданих обмеженнях (2), тобто задамо регулярний алгоритм побудови функції Ляпунова. 

Побудова функцій Ляпунова для неавтономних нелінійних динамічних систем (1) довільного порядку, ґрунтується на понятті диференціальних форм. 

Виклад суті методу почнемо з окремого випадку систем (1) третього порядку.  У триортогональній системі координат 

 градієнтом функції V(x1, x2, x3, t) називається векторне поле 

, що відповідає диференціалу: 



.  (3)
Зовнішньому диференціюванню 1-форми (

 ) відповідає операція ротора 



.    (4)
де (- позначення операції зовнішнього множення форм 

, що можна розглядати як перенос на багатомірний випадок векторного множення в 

. Тільки в багатомірному випадку множення не є вектор того ж про​стору: простір 2-форм у 

 ізоморфне 

тільки при n=3, 

Використовуючи гідродинамічну аналогію, 

 можна розглядати як  вихор поля швидкостей 

 умовної "фазової рідини" в області G фазового простору 

.  У точці 

 в момент часу t( R визначимо ком​поненти ротора векторного поля 




де 
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- компоненти вектора-функції 

; 

- компоненти вектора 

.  Ротор є характеристикою "обертальної складової" векторного поля 

.  Завжди можна визначити проекцію вектора 

 на будь-яку вісь, а, отже, і самий вектор, без усякого посилання на попередньо обрану координатну систему. 

Якщо при деякому ((R в однозв'язній області 

, то векторне поле G в області 

 є безвихровим або потенційним.  Таке поле задовольняє трьом умовам 
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У випадку n=3 автономні системи (1) поле 

 є потенційним при будь-якому t(R, якщо воно потенційне в деякий момент часу ((R. 

Нехай {S}- сімейство гладких або кусочно-гладких поверхонь S ( G ( R, що мають загальну гладку або ку​сочно-гладку межу L.  Циркуляція векторного поля 

 визначається як лінійний інтеграл 




причому за позитивний напрямок обходу замкнутої кривої L приймається напрямок, при якому обхід здається виробленим проти руху годинної стрільці, якщо дивити з кінця вектора, нормального до поверхонь S. 

Формула Стокса стверджує, що циркуляція векторного поля 

 по замкнутому контурі L дорівнює по​токові вихору поля 

 через будь-яку поверхню S сімейства {S}: 



,

або 



.

Нехай множина значень 
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 при яких похідна 

 (крім початку координат) визначає різноманіття K, що представляє деяку поверхню 
S (
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Розглянемо в деякий момент t=( скалярний добуток

.  Якщо цей добуток тотожно дорівнює нулю, то швидкість 

  точки, що зображує, M буде перпендикулярна до 

, тобто до нормалі поверхні S.  А це й озна​чає, що траєкторія точки M цілком належить цієї поверхні.  Для того, щоб цілі траєкторії диференціального рівняння збудженого руху (1) не належали до поверхні S=0 у деякий момент часу, досить, щоб 


.

тобто  скалярний добуток 

 не дорівнює нулю тотожно. 

Таким чином, потенційне поле характеризується тим, що циркуляція по простому замкненому контуру завжди буде нулем, а лінійний інтеграл по кривій, що з'єднує будь-які дві точки поля, виявляється не залежним від форми кривої. 

Сама потенційна функція V (функція Ляпунова) із точністю до довільного постійного додатка, визначається лінійним інтегралом 
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Таким чином, у систем (1) третього порядку з безвихровим в області G в момент часу ( градіентом функції Ляпунова 

, обумовленим із рівняння зв'язку (2), не може існувати  замкнутої траєкторії L, майже у всіх точках якої вектори 

 дотичні до неї і спрямовані в якомусь однім напрямку обходу цієї траєкторії. 

Метод дослідження властивостей функції Ляпунова для систем (1) по поводженню її градіенту будемо називати  градієнтним методом. 

Перейдемо до узагальнення градієнтного методу побудови функцій Ляпунова для систем (1) довільного порядку на основі математичного апарата гамільтонової механіки.  Одним із найважливіших властивостей теореми про зовнішню похідну є формула Ньютона- Лейбніца- Гауса- Гріна-Остроградського-Стокса-Пуанкаре: 



.   (5)

Таким чином, потенційне поле характеризується тим, що циркуляція по простому замкнутому контуру завжди буде нулем, а лінійний інтеграл по кривій, що з'єднує будь-які дві точки поля, виявляється не залежним від форми кривої. 

Сама потенційна функція (функція Ляпунова) із точністю до довільного постійного додатка, визначається лінійним інтегралом 



.

Відзначимо, що циркуляція швидкості по будь-якому замкнутому рідкому контурі постійна в часі (теорема Томсона).  Звідси утворюється пропозиція Лагранжа: якщо розглянута маса рідини не має вихорів у деякий визначений момент часу, то вона не може мати вихорів і у всякий інший момент.  Дійсно, відсутність вихорів рівносильна обертанню в нуль циркуляції швидкості уздовж будь-якого замкнутого контуру по визначенню поняття потенційного поля. 

Для побудови функції Ляпунова в області 

 розглянемо окремий випадок формули (5) для який: 1)

 , тобто k- форма ( і k+1-ланцюг C задані в області G евклідового фазового простору розмірності n; 

 2)k=1,c=S(G, тобто ланцюг є 2-ланцюгом, що представляє собою гладку або кусочно-гладку S- поверхня C (2-мірна поверхня в n- мірній області); 3) dc  =d=L, де L- гладкий або кусочно-гладкий контур, що є межею S (L є багатомірним різноманіттям або перебуває зі шматків таких розмаїть); 4) форми w і dw залежать від векторів 

 поля в деякий розглянутий момент часу t=(.

Відповідно до формули (5) форма w є 1-ою формою 




у n-мірному просторі, а d( є зовнішньою формою ступеня 2 і розкладається по базису 

 так, що відбувається альтернування тензорного множення 1-х форм 

 і 

, тобто приведення цього виразу до антисиметричної форми. 

Якщо (абсолютний) вектор 

 заданий компонентами (Vi, то антисиметричний (абсолютний) тензор із компонентами 




тотожно звертається в нуль у тому і тільки в тому випадку, якщо 

 являється градієнтом (абсолютного ) скаляра. 

У розглянутому випадку формула Стокса-Пуанкаре зводиться до наступного виду: 



.

У такий спосіб циркуляція векторного 

 поля по замкнутому контурі L дорівнює потокові поля через поверхню S від диференціальної 2-ої форми 



.

При n=3  ротор (абсолютного) вектора 

 визначається як(абсолютний) вектор (*V, тому що розмірність фазового простору збігається з числом членів у формі dw.  У цьому випадку формула Стокса-Пуанкаре перетвориться в класичну формулу Стокса. 

При довільному порядку за аналогією з випадком n=3 векторне поле 

 будемо називати потенційним, якщо при t=( в однозв'язній області G диференціальна 2-форма дорівнює нулю.  Виконання умови d( рівносильне виконанню n(n-1)/2 тотожностей: 




при 

(=1,... ,(n-1),(=(+1,... ,n.

Прямий метод Ляпунова зводитися до побудови таких функцій V(

 ), повні похідні яких за часом володіють відповідно до рівнянь збудженого руху динамічної системи 
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визначеними для стійкості властивостями.  Повні похідні за часом мають вид: 



.   (6)
Розглянемо поверхні V=C (C=const(0) і будь-яку точку на одній із них.  У n-мірному орієнтованому евклідовому просторі 

 розміри 

 пропорційні направляючим косинусам нормалі 

 до такої поверхні: 



.

Тоді вираз (6) прийме вигляд 



,

де через Vk позначена проекція швидкості точки, що зображує, M на нормаль до поверхні V=C


.

Розглянемо три можливі випадки. 

1. У даному положенні точки M похідна 

.  Це означає, що скалярний добуток 

 дорівнює нулю і кут між цими векторами прямий, тобто траєкторія точки, що зображує, стосується (цілком належить) поверхні V=C. 

2. Похідна 

 негативна 
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Отже, функція V убуває, тобто точка M переходить в середину поверхні V=C, тому що, по визначенню скалярного добутку двох векторів, кут між швидкістю

точки, що  зображує, M і градієнтом функції 

-тупий.  Зважаючи на те, що для означено-позитивної функції V, 

 вектор збігається з зовнішньою нормаллю до поверхі V=C, робимо висновок, 

 що вектор спрямований усередину цієї поверхні. 

3. У даному положенні точки M похідна 

.  З цього випливає, що функція V зростає і траєкторія зображуючої точки перетинає поверхню V=C зсередини назовні 

 ( 

кут між і - гострий). 

Н.Н.Красовський сформулював вимоги до функції Ляпунова V у виді наступної теореми для автономної системи (1).  Якщо для диференціальних рівнянь збудженого руху можна знайти явно позитивну в області 




функцію V таку, що її похідна 

 задовольняє в цій області двом умовам: 

1)

 поза К     2)

  на K,
де K-розмаїття точок, що не містять цілих траєкторій системи, то незбуджений рух асимптотично стійкий. 

Відомо, що вектор 

 спрямований по нормалі до поверхні V=C у точці M при деякому t=( убік зростання функції V.  Отже, вектор 

 спрямований у зовнішню частину поверхні V=C, якщо функція V явно - позитивна, і усередину поверхні V=C при явно-негативному значенні функції V.  З цього випливає і зворотне твердження. 

Перейдемо тепер до дослідження властивостей градієнту функції Ляпунова для систем (1) довільного порядку на основі розглянутого польового підходу. 

Теорема 1.  Якщо в деякій однозв'язній області G фазового простору 

 градієнт функції Ляпунова для системи (1) при деякому t=( має властивості потенційності векторного поля, то в цій області фазового простору не існує замкнутого контуру L(G з ненульовою циркуляцією векторного поля 

. 

Доказ.  За умовами теореми векторне поле 

 є в області G потенційним.  З формули Стокса-Пуанкаре випливає, що циркуляція поля 

 по будь-якому кусочно-замкнутому контурі L(C дорівнює нулю.  Справедливо і зворотне твердження.  Як-от: в області G не  існує замкнутого контуру з відмінною від нуля циркуляцією.  Справді, циркуляція поля є інтеграл 

 1-ої форми . 

 Ротору поля 

 відповідає 2-а форма 

.  З цієї формули видно, що в кожній точці існує напрямок ротора 

, який обладає тією властивістю, що 

 циркуляція по краю всякої "нескінченно малої площадки", 

що містить , дорівнює нулю: 



.

Напрямок ротора інваріантно зв'язаний з 2-ою неособливою формою 

 (і з 1-ою формою 

).  Інтегральні криві поля напрямків ротора(лінії ротора або характеристики форми 

), що виходять із точек L, утворять "трубку ротора".  Маємо значення d

 на будь-якій парі векторів, дотичних до трубки ротора, дорівнює нулю.  Це випливає з того, що два вектори лежать на кусочно-гладкій 2-й поверхні S, що проходить через напрямок ротора, а на цій поверхні (площини)

 d обертається в нуль. 

Теорема дозволяє існування замкнутих контурів із нульовою циркуляцією як у випадку автономної системи, так і у випадку неавтономної.  З цього випливає, що у випадку автономних систем теорема забороняє існування замкнутих траєкторій, тому що циркуляція векторного поля по контуру 

 або позитивна, або негативна, тобто відмінна від нуля.  Таким чином, не може існувати контуру у всіх точках якого вектори 

 дотичні до нього і спрямовані або тільки в позитивному напрямку обходу контуру, або тільки в протилежному напрямку.  Ця умова дозволяє існування контурів, складених із декількох траєкторій, що забезпечують нульову циркуляцію по контурі. 

У неавтономному випадку неіснування відповідно до умов теореми контурів із ненульовою циркуляцією при t=(, тобто не існування такої замкнутої траєкторії, майже у всіх точках якої вектори дотичні до неї і 

 спрямовані в якомусь напрямку обходу цієї траєкторії не означає, що такі контури не можуть існувати при t=(.  У випадку ж автономної системи це не так. 

Слідство.  Якщо в деякій однозв’язній області G фазового простору 

 градієнт функції Ляпунова 

 має властивості потенційності векторного поля, то в цій області не існує 

 замкнутих траєкторій для точки, що зображує, G.  Справедливо і зворотне.  Необхідною умовою існування в області G замкнутих траєкторій точки векторного поля, що зображує, градіенту функції Ляпунова є не виконання 

 вимог до потенційності в області G. 

Нехай 

- гладка (класу 

) скалярна функція.  Позначимо 



 EMBED Equation.2  
, де

 - заданий градієнт функції Ляпунова. 

Теорема 2.  Якщо існує така функція 

, що в деякій однозв’язній області 

 векторна функція 

 є потенційна,  то в області G при t=( не існує замкнутого контуру, майже у всіх точках якого вектори 

 дотичні до нього і спрямовані або тільки в позитивному напрямку обходу контуру, або тільки в негативному. 

Дана теорема доводиться за допомогою теореми 1.  У силу того, що

 напрямок поля 

 і поля 

 однакові при будь-якому t. 

Умови теореми 2, однак, на відміну від теореми 1 не гарантують того, що в області G не існують замкнуті контури з ненульовою циркуляцією поля 

. 

Слідство.  Якщо існує така функція 

, що в однозв’язній області 

 векторна функція 

 є безвихровою, то в цій області не існує замкнутих траєкторій для точки 

 , отже, функція Ляпунова V має один визначений знак. 

Очевидно, що якщо в області G функція V приймає значення як позитивного знака, так і негативного, тобто є знакозмінною функцією, то не існує такої функції 

, щоб векторне поле 

 було потенційним. 
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